
Geometria e Algebra Annamaria Iezzi

Esercizi
8 - Prodotto scalare

Legenda:

: Un gioco da ragazz@, dopo aver riletto gli appunti del corso
: Ci devo pensare un po’, ma posso arrivarci
: Non ci dormirò stanotte

Esercizio 1. Dimostrare che il prodotto scalare standard in Rn

〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 :=
n∑

i=1

xiyi

è un prodotto scalare, ovvero è bilineare, simmetrico e definito positivo.

Esercizio 2. Siano v, w ∈ R2 e sia 〈 , 〉 il prodotto scalare standard
in R2.

) Dimostrare l’identità di Lagrange:

〈v, w〉2 + (det(v, w))2 = ‖v‖2‖w‖2,

dove det(v, w) è il determinante della matrice 2×2 le cui colonne
sono le coordinate dei vettori v e w.

) Dimostrare che se θ ∈ [0, π] è l’angolo compreso tra v e w, allora

|det(v, w)| = ‖v‖‖w‖| sin θ|,

ossia il valore assoluto del determinante è uguale all’area del
parallelogramma di lati v e w.

Esercizio 3. Determinare per qual* valor* del parametro reale k le
coppie di vettori seguenti sono ortogonali rispetto al prodotto scalare
standard di R2 e R3:

a) v1 = (−2, k, k) e w1 = (1, k, 1) in R3.
b) v2 = (k, 1) e w2 = (k2,−1) in R2.

Esercizio 4. Si consideri R3 con il prodotto scalare standard. Siano
v = (1, 1, 2), w = (0,−2, 1) ∈ R3.
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(a) Verificare che v e w sono ortogonali.
(b) Si determini un vettore u ortogonale a v e a w.
(c) Verificare che {u, v, w} è una base ortogonale di R3 e dedurne una

base ortonormale.

Esercizio 5. Sia V uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare
〈 , 〉. Dimostrare le seguenti asserzioni:

a) < v,w >= 1
4(‖v + w‖2 − ‖v − w‖2) ;

b) ‖v‖2 + ‖w‖2 = 1
2(‖v + w‖2 + ‖v − w‖2);

c) se ‖v‖ = ‖w‖, allora v + w e v − w sono ortogonali. Interpretare
questo risultato geometricamente quando V = R2 o V = R3.

Esercizio 6. Si consideri uno spazio euclideo V con prodotto scalare
〈 , 〉. Siano v, w ∈ V . Definiamo

pv(w) :=
〈v, w〉
〈v, v〉

v

la proiezione di w su v.

(a) Sia w1 := w − pv(w). Si dimostri che w1 è ortogonale a v e che
Span{v, w} = Span{v, w1}.

(b) Sia ora V = R4 e 〈 , 〉 il prodotto scalare standard. Siano v =
(1, 1, 1, 1) e w = (1, 2, 3, 4) ∈ R4 e sia W = Span{v, w}.
(b1) Si determini una base di W⊥.
(b2) Si usi il punto (a) per determinare una base ortogonale di W

e di W⊥.
(b3) Si deduca dal punto (b2) una base ortornomale di R4.

Esercizio 7. Si consideri R2 con il prodotto scalare standard. Siano
v = (1, 3) e w = (2, 1) in R2.

(a) Si calcoli l’angolo θ ∈ [0, π] compreso tra v e w.
(b) Si calcoli la proiezione pw(v) di v su w.
(c) Si verifichi che il vettore pw(v) trovato nel punto (b) è collineare

a w e che v − pw(v) è ortogonale a w. (Interpretare tale fatto
geometricamente, rappresentando nel piano cartesiano i vettori
v, w e pw(v).)
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Esercizio 8. Si consideri R3 con il prodotto scalare standard. Deter-
minare, se esistono, il/i valore/i di k ∈ R tali che l’angolo tra i vettori
v = (1, 0, 1) e (1, 1, k) sia π

6 . Per tal* valor* di k si calcoli la proiezione
di w su v.

Esercizio 9. Dimostrare che i quattro segmenti che congiungono i
punti medi di due lati consecutivi di un rombo formano un rettangolo.
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